Raisonnement par récurrence

Il faut un ensemble W bien ordonné:
Pour cdail faut :

VX, Y,ze ¥, X0 YAYyo Z= Xo Z trangdtivité
Unerelationd'ordre tel que: vy yep, (xoyvyox)Vx=y anti- réflexivité
Vo cV¥,dxe ptqvye p,xoy

Laderniéreligne dit qu'il doit exigter un plus petit dément.
Exempletype d' untd ensemble : lesentiers naturds E avec lardation d ordre habituelle.
Récurrence simple

il faut : une hypothese §(n)
n(n+1)

exemple: 1+2+3+...+n= XL i =—>

endliteil faut :

1) déemontrer I’ hypothése sur le plus petit dément (labase) : (1)

11+1) 2
exemple: 1=—5—=5=1

2) sous |” hypothése que S(n) soit vraie, démontrer (le pas) : S(n+1)
exemple: 1+2+3+...+n+(n+1)=(1+2+3+...+n)+(n+1)

I utilisation de I hypothése donne;

n(n+1)
2
_n’+n
2
_n®+n_ 2n+2
2 2
nZ+3n+2
2
_(n+DY(n+2)
B 2
_(n+Y[(n+1)+1]
B 2

Ce qui et bien exactement de la néme forme que I’ hypothese originde : I"hypothése est donc
démontrée.

1+2+3+...+n+(n+1)= +n+1

+n+1

H. Wertz 1



Raisonnement par récurrence

Rappelons dors : il faut un ensemble avec une rdation d ordre, une hypothese, et durant la preuveil
faut utiliser I hypothese (ca s appelle fertiliser avec |I” hypothese).

Voic une verson modifié de I'induction smple sur des entiers. Puisqu’'on n'a besoin que d'un
ensarble muni d'une relation dordre, tout sous-ensemble des entiers peut se préter a ce
raisonnement. S I’ hypothése gtipule que §(n) soit vraie  vYn>ng dorsil faut démontrer S(no)
enslite J(n+1).

Deuxiéme exemple pour larécurrence smple:
it I'hypothese S(n) = 20 +21+ ..+ 2" =2"1. 1

preuwvepour labase: 20=20"1-1=2-1=1

20 + 21 + . +2"+ 2n+1 = (2n+1 - 1) + 2n+1

=2x2".1
=2m2. 1
=21

preuve pour le pas:

Exercice 1: uneverson smplifiée, et illustratrice, de ce théoréme serait :
0 1 2

PN

et de démontrer par un raisonnement par récurrence que les arbres binaires de profondeur n ont 2"
feuillesterminales.

Exercice 2 : démontrez les égdlités suivantes

B S 1 _ n
1*2+2*3+"'+n(n+1)_n+1
3 _N*(n+1)?

3493
1°+2°+...+n 4

Void une légere générdisation pour une hypothése S(n) : jusguici on a la récurrence “ vers le
haut”, ¢ est-&dire: W¥n,no < n<mg- laors (1) il faut démontrer S(n,) et (2) il faut démontrer
Sn+1). La récurrence “vers le bas’ implique que pour Vn,ng+1<n<m, aprés avoir
démontré S(ny) il faut ensuite démontrer S(n-1).

Récurrenceforte

S larécurrence smple démontre
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Raisonnement par récurrence

Sno)
Sn)=9n+1)

larécurrence forte démontre
Sno)
Sno) ASN1)A...ASn)= §n+1)

C’est donc un raisonnement qui suppose que | hypothése tient sur tous les ééments i < n.

Exemple 1 : pour démontrer que n = nombre_premier(x) » nombre_premier(y) ..., donc pour
démontrer que tout nombre entier est le produit d’un ensemble de nombres premiers, on procéde
comme suit

d'abord la base en prenant : n=2, 2 et clarement un nombre premier (trés
particulier);
ensuite supposons que |’ hypothésetiennepour n=2,3,4, ...,n dors:
nombrePr emier(n+1) = (n+1)
gnon: Jaavecl<a< n+1tg (”;” =b=n+1l=axb
dors, puisque a< nA b < n, par hypothése a et b sont produit de nombres entiers.

Exemple 2 : pour la suite des nombres de Fibonacci f;, avec o = 1+f , hous pouvons formuler
I'hypothése fhyq =fn +f.1<a™!. Pour démontrer cette hypothése, il faut dors d'abord
considérer le cas de f et celui de f; (les deux membres de la suite qui ne sont pas exprimable
comme somme de deux prédécesseurs) :

casdefy:al=—2=>»
1

1+/5
casdef, jall=¢% =

ensite, prenons|’hypothéseque vm< n, fn<a™?

reste adémontrer que fo+g < a1

notons tout d abord que de I’ hypothése origingl : freg = fn +fr1 <a™?! nous pouvons aisément
concdlureque fn<a™!etque fr1<a™b1 donc

fin =fn+f1<a™t +a"2=a"2 % (a+1)

reconnaissant que a? = a + 1 nous pouvons rééerire I’ équation ci-dessus comme
fo+fi<a™t+a"2=a"2x (a+1)

<a"? % a?

/AN
Q
S

< a(n+1)- 1 Vv

Ok ?
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Raisonnement par récurrence

Voici une exercice pour s faire lamain avec larécurrence forte : il s agit de démontrer I’ hypothése
\V/n, an'2 < fn+2 - 1.

Récurrence généralisée
Soit X un ensamblebienordonnépar <, et Vxe X = §(x), dorsil faut démontrer que

1 S(Xo) est vrai, avec Xo le plus petit dément de X
2Vxe X, Xo < XAVY<X Jy) = SX)

exemple:

it
0=0

S
s, 1 Spin+tlsn=0 U
e Sm,n_1+1sin¢OE;

il faut démontrer que Sy =m+n

1. labase: S0=0=0+0
2. lepas: supposons Sy =m +n’ avec (dansl'ordre lexicographique)
{m',n') < {m,n), dors:
a N=0=Sun=Sn1n+1mas {m- 1,n)<(mn)
et, par hypothese S, 1, = (m- 1) +n, donc:
Sin=Smintl=(M- 1+n)+1l=m+n
b. n#0= Snn = Snn1+ 1€, par ddfinition, (m,n- 1)< (m,n)
et par hypothése, Spn-1 =m+(n- 1), donc:
Sin=Smn-1+tl=(M+n-1)+1=m+n

v
Exercice:
S11=5
it ladfinition: Y™ N €&
G =) Smint2dn=11
|

i Smni+2sn=1 f

démontrez: Spn=2x(mM+n)+1
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